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Kvantumos bolyongas

o Otlet: v. Aharonov, L. Davidovich, N. Zagury, PRA 1993

@ Kvantumos sejtautomata: D. Meyer, PLA 1996
nincs homogén megoldas — érmetér szikséges

@ Keresés hiperkockan: N. Shenvi, J. Kempe, K. B. Whaley, PRA 2003

@ Algoritmikus alkalmazésok
Osszefoglalé cikk: M. Santha, arXiv 2008

@ Kvantumoptikai elrendezés:
M. Hillery, J. Bergou, E. Feldman PRA 2003; Buzek, Kosik, PRA 2005

@ Keresés kvantumoptikai elrendezésben, hibaval:
A. Gabris, T. Kiss, I. Jex, PRA 2007

@ Megvaldsitas: javaslatok egy sor fizikai rendszerben
pl.: Kvantum gy(rik O. Kalman, T. Kiss, P. Féldi, PRB 2009




Diszkrét idejii 1D kvantumos bolyongas

Homogén+unitér: csak trivialis megoldas
bels6 szabadsagi fok (,,érme”)
Pozicid: graf H=HcoHp

Erme: graf foka ©=s-(Con

Ermefiiggd eltolds Erme operator

Példa: 1D bolyongas - 1/2 spin
|l‘,1>—>|l‘—1, 1>
‘$,1>—>|x+1,t>
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Kvantumos bolyongas

@ 1D egész racs: aszimptotikus fejlédés — részletesen
targyaltak
@ 2D egész racs: egyes esetek: B. Tregenna et al, NJPhysics 2003, N.
Inui, Y. Konishi, N. Konno, PRA 2004, Pemantle csoport, arXiv 2008, 2009
e Grover érme — lokalizacié (csapdazas) az origéban
e Fourier érme — nincs lokalizacié
@ Elérésiidd
Klasszikusan:
véges egy véges grafon & a szérassal skalazik

Kvantumosan:

e Exponencidlisan gyorsabb lehet (Kempe, 2003)
e Végtelen lehet véges grafon (Krovi, Brun, 2006)




Kvantumos bolyongas: definiciok

@ Pozici6 (P) és érme (C, coin)

Hilbert tér: H = Hp @ Hc )

@ Diszkrét hely a racson:

Hp = ((2°) = Span {jm), m ¢ Zd}J

@ Ermetér — lehetséges
lépések:
{e;, i=1,...,c}

@ Régzitjik: ¢ = 2¢:
He = €% = Span {je)), e € (1,-1)°)

Egy qubit minden térdimenziéra
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lépések:
{e;, i=1,...,c}
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Egy qubit minden térdimenziéra

@ Unitér fejlédés:
U=S - (Ir®0C)

(1)) = l%',_l#i(m, t)im) ® le;) = U'ly(0)) J

@ Feltételes lépés operator:

S =Y Im+e)m|® e el J

@ Ermedobas operatora

C e U(c) ]

Szimmetrikus érme: |C;| = -



Klasszikus bolyongas Poélya-féle szama

Uber eine Aufgabe der Walirscheinlichkeitsrechnung
betreffend die Irrfahrt im Strafennetz.

Von
Georg Pélya in Ziirich.

1. Ich beziehe den d-dimensionalen Raum auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem. Ich betrachte diejenigen Punkte, deren Koordinaten
%y, %, ..., %, simtlich ganzzahlig sind, und solche Verbindungsgeraden
dieser Punkte, die einer der d Koordinatenaxen parallel sind. Die Ge-
samtheit dieser Geraden bildet das d-dimensionale Geradennetz, und die
Punkte. mit ganzzahligen Koordinaten, die man gewShnlich als Gitterpunkte
bezeichnet, sollen die Knofenpunkie des Netzes heifien. In jedem Knoten-
punkte kreuzen sich d zueinander rechtwinklige Geraden des Netzes, und

T~ 1 I PRI ~- 1 - . LIRS B PIEEE

G. Pdlya, Mathematische Annalen 84, 149 (1921)
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Klasszikus bolyongas Poélya-féle szama

@ Bolyongés Z9 racson, kezdépont: 0

@ Polya-féle szam P: az origbba valaha visszatérés
valészinlisége

@ Visszatéro ha P = 1
@ Elsz6kd ha P < 1
@ po(t) — visszatérés valésziniisége t idépontban

NB: Pératlan t esetén p,(t) = 0 = csak péros t-t tekintlink

P csak a dimenziétol flgg:
d < 2 visszatérd (P = 1)
d > 2 elszdkd (P4 = const < 1)




Diszkrét kvantumos bolyongas Podlya-féle szama
[ Merésproblémaja ]

Mérés — megvaltozik a kvantumallapot

Visszatérési valoszinliseg — fligg a mérés modjatol
Helymérés minden lépésben — klasszikus bolyongas
T. Kiss, L. Kecskés, M. Stefanak, I. Jex, 2009

Javasolt mérési eljaras

@ Azonos éallapotu sokasag
@ Egy méréssorozat: az n-edik rendszert n 1épés utan mérjik

@ Pdlya-féle szam:

o0

P=1-]](1-po(1))

t=1

—+oo
@ Visszatérés feltétele Y, po(t) = +o0 <= po(t) ~ 1 or slower
t=0

M. Stefanak, I. Jex, T. Kiss PRL 100, 020501 (2008)



Fourier analizis

@ Eltolasi invariancia

w(k,t) = Zz//(m, H)e'™k) ke (-m,x]?

m

Propagator: y/(k, ) = U' (k. 0)
Propagétor sajatértékei: 1; = e/@i(k)

@ Kezdetben origbban lokalizalt

y(m,t) =0 for m# 0= y(k,0) = y(0,0)

@ Hullamfliggveény az origbban

fdlﬁ fdkd it . (o,o),v,-(k))-vj(k)] I
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Aszimptotikus lecsengés vizsgalata

Z dk1 N d2_lj:1 eiwl(k)f . ((//(0, 0), Vj(k)) : Vl(k)]

T et -

stacionarius fazis kozelités

Staciondrius fazisu pontok ko: Vw(kg) = 0
A pontok degeneracidja hatarozza meg a lecsengés ltemét

Ny
N
N
N

A kezdoallapot hatasa

Zéro atfedés egy sajatvektorral:

(¥(0,0), vj(ko)) = 0
= a vonatkoz6 stac. fazisu pont kiesik
= pPo(t) lecsengése gyorsabb lehet
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2D bolyongas Grover érmével

Visszatérd R
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2D Grover érme

@ G(ki, ko) sajatértékei

/11‘2 = +1 . /l3q4(k1, kg) = eiiw(k1,k2)

@ Lokalizacio (csapdazédas) kivéve egy kezddallapotot:
1
we =5 (1.-1.-1.1)

amely ortogonalis v1 2 (k1, k2) sajatvektorokra
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Visszatérés tetszoleges dimenziéban
Paratlan: 2d + 1 dim

@ d Grover érme @ Tetszbleges 1D érme az
tenzorszorzata extra dimenzidban
(C e U(2)):

c? =Go...0G
C(2d+1) _ C(2d) ®C
@ 229-1 konstans sajatérték
A = =1 @ 229 gpecidlis sajatérték
— localiz&ci6 ® po(t) ~ |

. L ~t
— visszateres

— visszatérés

@ Kivéve egy 49" dim alterét — de nincs lokalizacié

a kezddallapotoknak: o Kivéve egy 2 - 49-1 dim

Un = U100 ® UG ® Yanta. 2d alterét a kezddallapotoknak:

Un = Y1, 2n@PYc®Yony3..2d+1
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Eset Po(t) Polya szam | Klasszikus
1-D t~" tetszbleges 1 1
d-D fliggetlen t~9 tetszbleges v | <1 (d>1) | <1 (d>2)
const. ha vy # Yg 1
2-D Grover 1
t_2 ha l//o = l//G <1
ptlan D: const.
d-D Grover-alapu paros D: t~' 1
(d>2) if wo ¢ (W) <1
72 if Yo € {ya) <1
t" ha g ¢ {Yr) 1
2-D Fourier 1
t72 ha yo € {Ur) <1

Szimmetrikus esetek Z° racson
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Osszefoglalas

@ Dimenzié és kezdballapot szerepe: visszatérd lehet tetszbéleges
dimenziéban

@ 2D: elszdkbé/visszatérd/lokalizald bolyongasok — érme és
kezddallapot-fliggd

@ Folytonos idejl bolyongas: csak a racstol (graftol) fligg
Z. Daréazs, T. Kiss, PRA 81, 062319 (2010)

Attekinto cikkek:

N. Konno: Quantum walks,
U. Franz and M. Schurmann (Eds): Quantum Potential Theory, Lect. Notes in
Math., Vol. 1954, Springer, pp.309-452 (2008).

S. E. Venegas-Andraca: Quantum walks: a comprehensive review,
Quantum Information Processing 11 (5), pp.1015-1106 (2012)
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Kaosz és kvantummechanika

Unitér fejlddésnél a kvantummechanikaban

@ Kvantumkaosz: egy klasszikusan kaotikus rendszer
kvantumos verziéja
o Tipikus jegyek
e De: nincs exponencialis érzékenység

@ Kvantum — klasszikus: Hogyan keletkezik a kaosz?

e A kornyezet hatasara nem-unitér fejlédés
[R. Schack et al. J. Phys. A 1995, G.G. Carlo et al. PRL 2005]
e Modellezhetjlk pl. folytonos méréssel
[T. Bhattacharya et al. PRL 2000; A.J. Scott and G.J. Milburn
PRA 2001]

@ Mérés — informacid — visszacsatolas
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Nemlinearitas mérés és kivalasztas altal

Elemenkénti négyzetreemelés

kontroll: pbe;& B L pf
[UXOR I®%K
cél: [N > 1)

2. dbra. Az S transzformdcié lépései. Két mésolata ugyanazon
qubitéllapotnak elészor egy unitér kapun megy keresztiil (egyéb ka-
pukat is vdlaszthatunk, mint az Uxog), majd egy sziir6n. A szlird
kapu ta;talmazza a mérést. A kontroll bit ﬂzfmtrull a folyamat végén
az 1j p’;fmim” allapotban lesz, mig a cél bit mindig a |0) &llapotban.

i 3, Npj, Bazisfliggd fogalom!

H. Bechmann-Pasquinucci ef al. PRA 1998; D.R. Terno PRA 1999;
G. Alber et al. J. Phys. A 2001; P. Horodecki PRA 2003
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Nemlinearitas: 1 qubit

@ Kezddallapot — két identikus rendszer:

l12) = (@10)+811))®(al0)+AI1)) = a?|00)+aBl01)+Aa|10)+5°11)
@ Unitér transzformacio:

1 0 0O
01 0O
Uxor = Ucnor = 00 0 1
0 01O

W12 = Uxorl12) = @*00) + aBI01) +
© Mérés a masodik qubit 0 allapotban:

1@ Pol12)’ = [0)22(012)’ = (@?[0)1 + 5%|1)1)I0)2

Determinisztikus a szelekcio miatt
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Nemlinearitas mérés és kivalasztas altal

= erat ainamia
i ' S
Q " ®p" kell! QS p> Npizj
© D dim GXOR (unitér): Q@ R: Rp=UpUt
Uaxorlilj)2 = liy1lie)) U= cosx  sinx e/
—sinx e™® cosx

i©j:=i-jmodulo(D)

Egy 1épés: p’ = Fp = RSp
© Mérés: |0)-ban

0.64899838

MUkodik:
@ D dimenziéra

@ Osszetett rendszerekre
= 0Osszefonddas-tisztitas
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Valaodi kaosz?

Ljapunov exponens: altaldban numerikusan nehéz szamolni

Legegyszeriibb eset: 1 qubit tiszta allapotban

lpy = ¢410) + co|1) — |¢") = ¢]|0) + c5|1)

Normalas + globalis fazis — elég 1 komplex amplitid6

o) = N(2)(zI0) + 1)) — l¢") = N(2')(Z’|0) + 1))

Norma: N(z) = (1 + |z[?)~"/?

Leképezés C fol6tt
F-tegy C — C leképezés, Fp, reprezentdlja:

2
Z q
2|—>Fp(z):1_;*52 p = tanx e

p € C az unitér forgatas paramétere
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Komplex racionalis leképezések

Legyenek S és S’ Riemann fellletek, S’ kompakt. Legyen F
holomorf leképezések egy csaladja f, : S — S’. Azt mondjuk F
normalis, ha minden végtelen sorozat F-bél tartalmaz egy
részsorozatot, amely lokdlisan egyenletesen tart egy
hatarfiggvényhez.

S legyen egy Riemann felllet, f : S — S egy nem konstans
holomorf leképezés, f°" : S — S pedig n-szeres iteraltja.
Roégzitslik a zg € S pontot, ekkor vagy

@ degy U kornyezete zg-nak gy, hogy {f°"}|U egy normalis
csaladot alkot = z; egy normalis pont és z; a Fatou
halmazba tartozik

@ nincs ilyen kdrnyezet = z, a Julia halmazba tartozik J = J(f)
J zart halmaz, F = S\ J nyilt halmaz.

J.W. Milnor Dynamics in One Complex Variable, (Vieweg, 2000)
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Nemtrivialis Julia halmaz, p = 1

Egy vonzé periodikus ciklus: {-1, co}

Im(z,)

Sotét - gyors, Sziirke - lassU, Fehér - nincs konvergencia

23/42



Valédi kaosz bizonyitasa

Tétel a racionalis fliggvényekrol

Ha f : C — C egy masod, vagy magasabb foku racionalis
fliggvény, akkor a J(f) Julia halmaz nem Ures.
Milnor, Chapter 4.

2 .
ZHFp(Z):%, p = tanx e"

A Riemann-gdmbdn:
C—>C, C=CUw, z€{0,0} & {[1),]10)}
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A trivialis eset: nincs forgatas

Négyzetre emelo leképezés

22+p

1-p*z2’ p=tanxe” =0

ze Fp(2) =

2

z- Fy(z) =2z

Viselkedése

|zl <1 F°"(z) - 0
|zl >1 F°"(z) > oo Keét stabil fixpont: {0, oo}

|zl =1 nem konvergal

’ Trividlis Julia halmaz: az egységkér
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Ljapunov exponens a koron
A Ljapunov exponens definicioja

. . 1. Ay(n)
A= | —1 .
T, AZ(I(§T)]—>0 n  Az(0)

A tavolsag az atfedésbdl:
A2(0) =1 = [(z1|z0)

Nem mindig egyértelm(.

@ Az egységkoron: zgp = 1,z = exp(iy)

@ Tavolsag: A,(n) = 3(1 - cos2"p)

@ A Ljapunov exponens pozitiv:
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Folytonos atalakulas és hatarpontjai: p € R

- TN, N £ Vf"\‘\‘/"'“\"‘a
Ve | )i 3 { ) £ )
,f \ ¢ ) i )5 3 j}
\ { > < > < - =
( ; { ) { } &)
N / 4
N A [SPNe] [
— — 7 AN fa N

p = 0.1 p=02 p=022 p =0.227
dim=~ 1 dim~1.12  dim~ 1.12 dim~ 1.12

o o
o3 8% S
£°06°% %o o i3 o3
; a o

©

P ool
Py B

@E}w

8, -
D D D )
e gy
C!\# K& 27
9© I oy gy 3
G980 g8 iged

p = 0.228 p =025 p=04 p=05
dim~ 1.5 dim~ 1.43 dim~ 1.37 dim~ 1.38
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Folytonos atalakulas és hatarpontjai: p € R

5
P
A
2% 7 e
Pty
5

!

% o.
g

W
&

h

&
£
‘5;1‘?*,
b

y28

p=20.6 p =0.682 p=0.71 p =0.741
dim~ 1.45 dim~ 1.52 dim~ 1.55 dim~ 1.58

| g (

p=1 p =1.521 p =153 p=138
dim~ 157 dim~ 1.64 dim~ 1.63 dim~ 1.41
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Hogyan banjunk a komplex kaosszal?

@ Periodikus ciklusok: f°"(z1) = z
@ Szamoljunk multiplikatort: 2 = (f°")"(z1)

4] <1 vonzo
[A] > 1 taszité
Al =1 semleges
A= +1 de f°" # 1: parabolikus
Fatou halmazban: vonzé ciklusok & és a vonzas korzete 2
Julia halmazban: taszité ciklusok & a lezaras o2

@ Keressilik meg a kritikus pontokat: f'(zi) = 0
Lemma 1: Egy d > 2-ed foku raciondlis leképezésnek max.
2d - 2 ciklusa, amely vonzo/parabolikus.
Lemma 2: A kritikus pontok palyaja vonzé vagy parabolikus
ciklushoz tart, vagy sehova.

@ Kovessik a kritikus pontok palyajat: konvergalnak-e.

T. Kiss, I. Jex, G. Alber, and S. Vymétal: Phys. Rev. A 74, 040301R (2006)
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Vonzo periodikus ciklusok hossza, z; = 0

Im(p)

1.8
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

-1

-0.8-06-04-02 0 0.2 04 0.6 0.8
Re(p)

1

Tulajdonsagok

@ Tukdrszimmetria a
Re tengelyre

@ Szimmetria Im-re,
ha zyg & z,

Imaginarius p

1znl

Sarga - 1 elem(i vonzé ciklus, Narancs - 2 elemd, . .., Fehér - kdosz
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Julia halmazok és a paraméter

Jula S0t or p=0.05:0.6 1

T. Kiss, I. Jex, G. Alber, E. Kollar, Int. J. Quant. Inf. (2008)
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Mennyire altalanosak a leképezéseink dinamikailag?

Dinamikailag ekvivalens leképezések:

a-z+b.
c-z+d?

Mébius konjugécié: f~mtofom m:z—
Esetliinkben < Hilbert tér-beli bazis attérés

Kvadratikus racionalis leképezések teljes invariansai

Ekvivalenciaosztalyok M.:

. . @Z’4B _ _as _ &Btys®
CY,B,’)/,(S (S C,aé—ﬁy #0: 22+ > A= a(;—,By’B = (aopy)?
of(z) _

Kritikus pont: =~ 0, ezen normalformaban mindig
Z =0,00(< [0, 1))

£A = 1 _ 2i-Im(p)
PrrP 1 1”7 T (1 + |pR)?

‘ Re(p) < 0 redundancia mentes! ‘
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Milyen M,-beli dinamikat tudunk megvaldsitani?

Im(B)
Im(p)

Koz6s konvergencia és periédus 1:[] 2+:[] diff: [ vl |

Re(p) -1 0

Re(A), Im(B) szelet p tér

0 1 2 3 Re(A)

CNOT helyett méas kapu: tovabbi A, B régiok

[0)0| @I+ [1)1|® ox — [0)0| QI+ [1){1|® U(a, b, c,d)
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Milyen p-k esetén van pozitiv Ljapunov exponens?

Diszkrét idejiu Ljapunov exponens
Egy z pontban: 4, = lim %In(|f’(z)| JF (@) |f (f°<"—1>(z))|)
Jo definicio: 4y = inE/lZ — J: Julia halmaz

VA4S

Hiperbolikus leképezés

|df(2)| p(f(2)) > ldzlp(z) — ldz| : gdmbi, p : Riemann metrika
— f mindkét kritikus p. egy-egy vonzé periodikus orbithoz tart!

‘Tétel: f hiperbolikus < A pozitiv a Julia halmazon (1, > 0) ‘

Lattés leképezés: térusz nyujtva forgatédsaval konjugalt
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2 qubites séma

<>—H
A
E_‘
P ? H

[¥) = ¢1|00) + c»|01) + ¢c3|10) + c4|11)

¥’y = Un ® Un | N(cF100) + c5101) + c5[10) + cZ111))]
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Példa: instabilitas az 6sszefonddottsag tisztitasaban

Célallapot Kezddallapot

|l// target> =

Egy 2 hosszu stabil ciklus része
unitér paraméterek: x;, ¢; = n/4

Metastabil oszcillaciok

1
08.
0.6
0.4
0.2

\/—(|01> +110)) 0.45 0.445

0.445 0.45

[eNeNeNe)

F =T/ VBouger VP)

. S S A

n
100 150 200 250 300




2 qubit: leképezés keresése

Kezddallapot:
l12(r)y = N(100) + r11))
Egy iteracio:

W (r)My = N (100) + [11) + £(r)(j01) + [10)))

Trick
Két iteracio:
w(n®) = A(g(r)) (100) + g(r)[11))
g(r) = f(f(r)) = £3(r)
f(ry=(1-r2)/(1+r?

Csak 1 komplex valtozo!
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2 qubit: kaotikus 6sszefonddas,

Aszimptotikus allapotok

Zold: : Teljesen 6sszefonddott

Im(r)

]
<)y = — (100) + [11)

@( ) 2
-2 -1.5 -1 -0.5 Rel)(rJ 05 1 15 2

Kék: Szeparalhato, oszcillald

1

[ ()y - {|oo>, 10y + 1)) ® (10) + |1>)}

v

N

Im(r)

T. Kiss, S. Vymétal, L. D. Té6th, A. Gébris, L.
Jex, G. Alber PRL 107, 100501 (2011)

1.4
1411 1.533 1.655 1777

Re(r)
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Zajos kezdoallapot

po(A,r) = A Wa2(r))Wa2(n)l+ (1 -2)/4 1

1=099
wege R

Im(0)
S

7

A

1.4 1533 1.655 1777 1.411 1.533 1,655 1777
el

Sarga: szeparalhat6 kevert allapotok
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Tovabbi stabil ciklusok

Kezdballapot: -5100) + x5 (101) + 2/10))

Aszimptotikus
allapotok

Zold: Teljesen
O6sszefonddott

35 (100) + [11))

Kék: Szeparalhaté
{100),
30y +11) @ (10 + 1)}

Piros: Szeparalhato
{10y @ (0) + 1)),
HO+11) el0)
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Torténeti megjegyzések

@ Kaosz a fizikdban - Poincaréig nyulik vissza
[H. Poincaré, Les Méthodes Nouvelles de la Méchanique Céleste
(Gauthier-Villars, Paris, 1892)]
@ Egy évszdzada beszélnek komplex kaoszrdl - a
matematikaban:
1906 Ekkor adta az elsé kiilénds példat P. Fatou:
z 22/(22 +2)
[P. Fatou, Sur les solutions uniformes de certaines
equations fonctionnelle, C. R. Acad. Sci. Paris 143
(1906) 546-548]
1920-as évek G. Julia, S. Lattés, J. F. Ritt
1970-es évek Szamitégépek - képek: Mandelbrot & . ..

@ Més fizikai rendszerek megval6sitanak komplex kdoszt?
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Osszefoglalas

@ Egy qubit:
e gazdag kvantumrendszer!
e komplex kdosz
o klasszikus megfelel6 nélkl
@ Két qubit:
kaotikusan fejl6dd 6sszefonddottsag
@ Hosszutavu viselkedés
csak elméletileg:
exponencialisan nagy sokasag szlikséges

Osszefonddéas-tisztitas, allapotok megkilénbdztetése
Fundamentalis kérdések
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